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ABSTRACT. This paper presents an application of the method of ap-
proximate particular solutions with radial basis functions (MAPS) in

two dimensions, for the solution of electrokinetic flows in micro and

nanochannels. This development is performed for a mixed electroos-
motic flow and driven by a pressure gradient. The implementation

of the method is carried out for a rectangular micro channel, in two

dimensions and for a cylindrical nanochannel. The results obtained

show the MAPS implementations, their directness and simplicity when
applied to the models presented here, allowing to obtain good approx-
imations using few nodes.

keywords: Particular solutions, electrokinetic flows, microchannels.

RESUMEN. En este trabajo se presenta una aplicacion del método
de soluciones particulares aproximadas con funciones de base radial
(MAPS) en dos dimensiones, para la solucién de flujos electrocinéti-
cos en micro y nano canales. Este desarrollo se realiza para un flujo
mixto electroosmético e impulsado por un gradiente de presién. La
implementacién del método se realiza para un micro canal rectangu-
lar, en dos dimensiones y para un nano canal cilindrico. Los resulta-
dos obtenidos muestran las implementaciones de MAPS su directa y
simplicidad al aplicarlos a los modelos que se presentan aqui, permi-
tiendo obtener buenas aproximaciones utilizando pocos nodos.

Palabras clave: Soluciones particulares, Flujo electro cinético, Micro-
canales.
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1 | INTRODUCCION

En las ultimas décadas ha crecido la aplicacion de los métodos de colocacion de funciones de base radial
(RBF por sus siglas en inglés) implementados para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs),
como es el caso del método de soluciones particulares aproximadas (MAPS por sus siglas en inglés) el cual fue
desarrollado inicialmente por Chen y coautores (ver [1] y [2]) para la solucidon de EDPs y problemas lineales en
dos dimensiones, su procedimiento consiste en encontrar los coeficientes de las funciones aproximadas dadas
utilizando esquemas para aproximar una solucion particular

Este método tiene una gran ventaja a diferencia de los tradicionales, tales como: el Método de Diferencias
Finitas (FDM), el Método de Elementos Finitos (FEM) y el Método de Volimenes Finito (FVM) entre otros,
estos métodos cuentan con la limitacién de la necesidad de una malla para su implementacién a diferencia
del MAPS que implementa un sistema de colocaciéon con RBF para la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales, permitiendo que sea mas atractivo. Ademads, a diferencia de otros métodos basados en RBF el
MAPS permite altas tasas de convergencia y flexibilidad con respecto a la aplicacion de condiciones de frontera
arbitrarias, (ver Bustamante en [3]).

EI MAPS ha sido utilizado para solucién de diferentes EDPs, por ejemplo en Chen et al. [2] se resuelve una
ecuacion escalar eliptica de tipo Poisson, al igual que en [4] donde se encuentra la solucién particular para luego
usarla en el método de reciprocidad dual en un dominio irregular en una y dos dimensiones. Ramachandran
et al. [5] resuelven una ecuacion de Poisson no lineal y ademas resuelven la ecuacion de Helmholtz cuyo
procedimiento consiste en encontrar la solucién particular para usarla en el método de elementos en la frontera.
Por otro lado, Chen te al. en [6] presentan el MAPS para solucionar una ecuacion diferencial eliptica con
coeficientes variables y Reutskiy en [7] se emplea el MAPS para resolver una EDP de segundo orden y otra de
cuarto orden con coeficientes variables, empleando una solucién particular modificada.

Durante los ultimos anos, el MAPS ha sido empleado ampliamente en diversas investigaciones para resolver
problemas elipticos como en Zhu [8], problemas de conveccién-difusion como en Jiang et al. [?] (ver también
[10] y [11]), asi mismo Tian et al. [12] utilizan funciones de bases radial trigonométricas para la solucién de
EDPs y problemas a nivel local Yao et al. [13] y [14] y Nath et al. en [15]. Es importante tener en cuenta que
el esquema desarrollado por Chen et al. en [1] se basa en soluciones particulares de Poisson para aproximar
las EPDs. Mientras que, Bustamante et al. [16] desarrollan un esquema del MAPS para resolver una ecuacion
vectorial de un flujo de Stokes, el cual mas adelante se implementd para resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes en [17], ver también Granados et al. [18] y [19].

El método de soluciones particulares aproximadas se pretende utilizar para la soluciéon de fluidos elec-
trocinéticos en micro y nano canales, los cuales son de vital importancia en diversos temas de andlisis quimi-
cos y biomédicos. De alli, que han estado en investigacién para el desarrollo de la ingenieria mecéanica y en
celdas de combustible PEM. Guiados por la teoria desarrollada por Li en [20] y Shclick en [21] con respecto a
los flujos electrocinéticos (ver también Hunter [22] y Ramos [23]), se han estudiado en dos subtemas princi-
pales: el primero, son los fluidos impulsados por presion [24], [25], [26] y [27], que ocurre cuando un liquido
es forzado a través de un canal bajo una presién hidrostatica aplicada, lo que resulta en una corriente eléc-
trica en la direccién del flujo. El segundo son los flujos electroosmaéticos Zhao et al. [28], ver también [29] y
[30], que consisten en aquellos fluidos que se mueven bajo la influencia de una fuerza eléctrica aplicada, es
decir, la electroésmosis que permite el bombeo de fluidos y el control de flujo mediante campos eléctricos.
Ademas, los perfiles de velocidad para este tipo de flujo son en su mayoria uniformes, este fluido se estudié
inicialmente en micro canales (ver por ejemplo Ren et al. [31] y Words [32]), pero en los Ultimos afios han
aumentado considerablemente las investigaciones en nano canales (ver Mei et al. [33] y Choi et al. [34]).

El propdsito principal de este trabajo es implementar el método de soluciones particulares aproximadas
MAPS para la solucién de fluidos electrocinéticos en micro y nano canales y compararlos con las soluciones
analiticas correspondientes. En la seccidén 2, se introducen las ecuaciones para fluidos electrocinéticos en
micro canales rectangulares con sus condiciones de frontera correspondienteé. En la seccion 3, se presenta
el método de solucion MAPS basado en funciones de base radial. Luego en la seccién 4, se muestran los
resultados y precision del método para solucionar este tipo de problemas. Finalmente, en la seccidon 5 hacemos
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una breve conclusién y futuros trabajos.

2 | FORMULACION DEL PROBLEMA

Se considera un flujo Newtoniano completamente desarrollado electroosmotico e impulsado por un gradiente
de presion en un micro canal. El fluido esta en estado estacionario. De acuerdo con [35], la pared del canal
esta sujeta a un potencial zeta constante, el fluido contiene una solucién ideal de una sal completamente
disociada. Ademas, la doble capa eléctrica (EDL por sus siglas en inglés) que se forman en la pared del canal
no se superponen, ver Fig. 1-a.
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(a) Microcanal rectangular. (b) Distribucion de nodos, ver [14].

FIG. 1 Sistemay dominio.

2.1 | Distribucion del Potencial Eléctrico

Supdngase un micro canal rectangular como se muestra en la Fig. 1-a, el potencial eléctrico ¢ en cualquier
punto del liquido es descrito por la ecuacién de Poisson

vip=Le (1)
€

donde ¢ es la permitividad en el medio y p. es densidad de carga neta. Si se asume que la distribucion de
Boltzmann es aplicable, entonces la densidad de carga es de la siguiente forma

Pe = —2n,eZ sinh ( ZZ;?) (2)
B

aqui Z es la valencia, e es la carga del protén, k es la constante de Boltzmann, n, es la densidad de iones en
condiciones neutras y T' la temperatura absoluta. Ahora sustituyendo la Ec. (2) en Ec. (1) e introduciendo las
variables adimensionales:

6¢ * x *

\II*: =
T U T H

Se obtiene la ecuacion de Poisson-Boltzmann (PB) en la direccion-z dada por

o?U* 92U

2 . *
s + 952 = K*sinh ¥ (3)
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2n,e2 7>

Donde K = H/Ap es el pardmetro de Debye-Huckel adimensional, con la Ap = e la longitud de
Debye. La ecuacion PB estd sujeta a las condiciones de fronteras adimensionales para el potencial eléctrico
ov* . . ov* . .
=0, U, =¢, =0, Vv |y*:1 =¢ (4)
oy* y*=0

Ox* z*=0

Aqui se tiene que ¢* = ¢Z(/(kpT) es el potencial adimensional y que « = W/ H es la relacion de aspecto del
canal. De acuerdo con [36], después de un proceso de linearizacién haciendo ¢* < 1, se tiene que la solucion
analitica para el potencial viene dada por

L cosh(Ky*)
cosh K

cosh(B,x*) cosh(v,y*)
ﬂnﬂ)/n COSh(ﬁn)

v*=¢ L2 K2 S (C1)" (5)
n=0

donde 32 = K2 ++2y v, = (2n+1)7/2.

FIG. 2 (a) forma del micro canal rectangular, (b) Discretizacion.

3 | DISTRIBUCION DE LA VELOCIDAD
El flujo mixto electroosmético e impulsado por presién estd dado por las ecuaciones de momentum y con-
tinuidad

Du
— =-VUp+V-T+F 6
p Dt Vp+V-T (6)
V-u=0 (7)
donde p es la densidad, p es la presion, T es el tensor de estrés, u es la velocidad y F' = p.E un vector de

fuerza por unidad de volumen, ademas, E denotan el campo eléctrico. Como se considera un flujo en estado
estacionario y completamente desarrollado, se tiene que el vector velocidad est4 dado por u = [0,0,u.(x,y)],
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asi la ecuacidon de momentum se convierte en

Pu,  O*u, op
=— -p.FE
/’[/( 6I2 + 8y2 ) az pe z (8)

aqui u es la viscosidad dindmicay E, = -d®/dz es el campo eléctrico externo aplicado. Ahora si se sustituye p,
y ademas, se introducen las variables adimensionales , z* = z/H, y* = y/H, v* = u,/ugS con ugs = —eCE, /1
(llamada la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski), que es la maxima velocidad electroosmatica posible y
I' = upp/ups es la relacion de escala de velocidad con upp = ~H?(0p/dz)/21 que representa la escala de

velocidad impulsada por la presion, para mas detalles ver [364]. Luego la ecuacién de momentum se convierte
en

2, % 2, % 2
QFu” 0w o K
ax*2 89*2 Cx—

Y 9)
complementado por las condiciones de frontera adimensionales dadas por

ou” ou”
rr=a =Y, a . = 0, u
Y y*=0

O0x* |0

La solucién exacta de la ecuacién de momentum, de acuerdo a [36] viene dada por la expresion:

* ad sh(v,2*) cosh(yn,y™)
1T -2 - 4 S (1) e . 11
veer- o S i

0.01

“sAmE * k= \ e

008 | | | | | | | | |
]

FI1G. 3 Potencial eléctrico pata diferentes K en y = 0.5.

4 | METODO DE SOLUCION

Para laintroduccion del MAPS nos basamos en la formulacion hecha por Chen et al. [6], donde utiliza el método
para resolver ecuaciones escalares de tipo eliptica. Se considera la ecuacién diferencial en dos dimensiones
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de la forma:

Au+by(z, y) +bz(w y) +0(fc Yu=f(z,y) (z,y) € Q

B(u) = g(z,y) (z,y) € 00
La Ec. (12) es una ecuacion tipo Poisson, la cual podemos reescribir como

Auzh(m,y,u Ou 8u)

7£aa_y
donde

ou Ou

0 0
h(x7y7u7 8_x7 a_y) = _bl(xvy)a_z - b2(x7y)a_z —c(m,y)u+ f(m7y)

i
|
||| |

""I'll '.

K : "'i'll I'I'|j'l|'||}||'|J lllﬁl'ﬁ“‘ -

JI'J“'l" i -

(g) K =30 (h) K =35 (i) K =40

FIG. 4 Perfiles del potencial adimensional para diferentes valores de K.

(12)

(14)
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Usando las RBF, las cueles se pueden ver en la Tabla 1 siendo la multicuadrica la mas usadas, tenemos que
la solucién particular aproximada de la solucién es dada por

N
ﬁp = Z Oti(I)(’l"i) (16)
i=1

Donde @ es obtenida por la solucién analitica de expresion

AD = ¢. (17)

TABLA 1 Funciones de base radial.

Nombre RBF

Multicuadratica(MQ) V12 +c2

Inversa Multicuadratica (IMQ)  1/v72 +¢2

Gaussiana exp(—c?r?)

Spline (TPS) r? In(r)

Luego tenemos que
3
w(r):3(402+r2)\/02+r2—%ln(c+\/02+r2). (18)

donde ¢(r) = V72 +c2 es la RBF multicuadrica y r = \/(z — ;)2 + (y — y;)2. Ahora la solucién de Ec. (12) y
Ec. (13) puede ser aproximada por

u(z,y) 2a= % a; ®(r;). (19)
i=1

M: 4 / a6l
1 // \\ // 0.0s \
A N

25 -\,\ // \ // . I
2+ \\ / i i .02 k

15/ \\/ - i N\
P _ 0.01 \\\

Error

_\_\_\_\_\_‘_—‘-O—\—\—\—\_4
[!_50 i 10 15 a0 2 30 35 40 UD £00 1000 1600 2000 2600 2000
I M
(@) Error vs K para el potencial (b) Error vs K para el potencial

FIG. 5 Errorvs K.
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N N
Au(z,y) 2 Ad =Y o;AD(r;) = > a;p(r;)
i=1 i=1

Asi tenemos que la expresion en Eq. (14) queda

ou ou\ &
h(%%uy %7 87’]]) = ;a1¢(rl)

8
e
e

‘?r

‘:‘
h
BN
XD ‘l:‘\‘

o]
o
S

4
DR
S
o )
. |

A
n‘““‘

i
o

‘.‘.‘

"

7

T =-1

FIG. 6 Distribucion de la velocidad adimensional para el caso donde o = 2, K = 10 y valores de
['=0,1,-1y - 1.5.

Ahora, las derivadas de la solucién también se pueden aproximar a través de la solucién particular i, luego

ou _ou X 09
%:%—;ai%(n) ) (22)
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Por lo tanto, se tiene la siguiente formulacién

™M=

0 (6060 +8e.) G 7 + ) 50 (1) +3(w.)(r) ) = F o). (24)

1.8 T T T T T T T T T

_Dz 1 1 Il 1 1 Il 1 1 Il

(Rl Emar
25 T T T T T T T T T

Error

- || T )
\ k' ‘ermr“u
15 4l
i 1 1 1 I 1 1 1 1 1
a 0z 04 e 0g 1 1.2 14 1B 1.8 2

(b) Error RMSE para la velocidad adimensional

FIG. 7 Perfiles de velocidad y error.
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94
La expresién anterior es complementada con las condiciones de frontera y obtenemos el sistema
N
Y aiW(ri) = f(25,y;) (25)
=1
N
> aiB(rij) = 9(x;,y;) (26)
=1
donde
0P 0P
O(rij) = ¢(ri5) + (i, Z/j)a?(rij) + B(w, yj)afy(h‘j) +(xi,y;)P(rij).- (27)
00s T T T T T T e =t = = = =
/ [y \ \\.\
{ \\ \
005t E / \ \
\ \
a'a + R | \
004t |'I I\ 4 ; |
' +0 L
5 + /
£ 003 Y /
+ =+
002 - | + | |
| a a
||I + fl II|
oot 1 \ / /
P H\'\ /
% 500 000 100 200 2500 EnT k. A p 4
i e
FIG. 8 Errorvs N para la velocidad. FIG. 9 Nano canal cilindrico.
Asi la implementacion del MAPS reduce todo a un sistema de ecuaciones algebraico
B(r11) B(rin) [ 60 1 [ 9(z1)
B(rng1) B(rng1) Ong 9(rny) _ (28)
U(rng,.1) V(rng,N) [[Onps1 | | f(@Ng+1)
| U(rni) U(ryn) 1L On 1 L flzn) |

Donde Ng son puntos frontera (o) y IV; son puntos internos (e) con N = N+ N; es el nimero total de puntos,
ver Fig. 2. Al resolver el sistema algebraico resultante para los coeficientes 6 se obtiene la solucion.

5 | RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccidn, se aplica el MAPS para solucionar un flujo combinado electroosmaético que ademas esta
impulsado por presion. Se presentan dos casos a resolver: el primero es un flujo electrocinético combinado
en un micro canal rectangular con una discretizacién de N = 3200 nodos y en el segundo caso, se presenta
un flujo electrocinético combinado, pero en un nano canal cilindrico y con una discretizaciéon para N = 2500
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nodos. La precision de los resultados numéricos se evalia mediante el error RMSE ¢4 dada por

1 N

1
o= mx¢|\j 3 2l - oG 27)

donde ¢, son los valores de la solucién analitica.

* oy e

012k ‘ T Wanaiticsl X 7 2 |\

wl\‘)
]
)
o
T
Erro
[an)
-
&
&
+
3
-
-
—

+
16k # B
0oz ***;H i
= o ]
‘{*Hf
) R 1 1.8 Py et
e I S S N S S R I S S S W S S S
01 0.2 03 04 0s 0g o7 0s og 1 o 01 0.2 03 04 0s 0g o7 0s og 1
R[nm] R[nm]
6) (b)
FIG. 10 (a) Comparacion de la solucién analitica y la solucién numérica del potencial eléctrico, (b) El error
para N = 2500.

5.1 | Flujo electrocinético en micro canal rectangular

En este caso, el micro canal esta dado por la forma de la Fig. 1, con un dominio computacional como el de la
Fig. 2, con el valor del pardametro « = 2(« = W /H) y con diferentes valores de K. En la Fig. 4 se muestran los
perfiles para el potencial variando la constante K, en la cual se pueden ver los fuertes efectos en las esquinas
debido a las cargas en la superficie sdlida, esto se puede ver como un flujo activo cerca de la pared del canal
y un flujo pasivo en la parte central del mismo, ver Dongging et al. [20].

+ =01
< =05
LE # =1 +]
=5
1+ + aErE| T4
+
i
3k i 1
A e
2 %

o o1 02 03 04 05 0OE 07 08 09 1
R[nm]

FIG. 11 Potencial eléctrico para diferentes valores de A y N = 2500.
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De acuerdo a lo anterior, seglin Yang [37] en los flujos de microcanales se espera que el potencial EDL
en las esquinas provoque una fuerte resistencia al flujo. En la Fig. 3 se muestran los perfiles del potencial en
y = 0.5, donde se evidencia los efectos en las esquinas, y en la Fig. 5 a), se muestran los errores obtenidos
con la variacion del parametro K, mientras que en la Fig. 5 b), se muestra un analisis de error de acuerdo a la
discretizacion utilizada. Es importante resaltar que la variacién del pardametro K, para este tipo de problemas
es equivalente a variar la densidad de iones en condiciones neutras ng o la permitividad ¢ ya que los demas
pardmetros son constantes definidas.

12 — ot
+ u
; .s-J
1t
1| i
35 |
| - 3ar YY M.
‘.\M
Bosf - B 25p e
w e
2t l‘o\' 2
odr l 15} \NL
1F o
02 B
05k
% o1 o0z 03 01 05 06 07 08 09 % o1 02 03 01 05 06 07 08 09 1
Rinm] Rine]

(@) (b)

FIG. 12 (a) Comparacion de la solucién analitica y la solucion numérica de la velocidad, (b) error para
N =2500.

Por otro lado, en la Fig. 6 se muestra la distribucion de la velocidad adimensional para diferentes valores
de T, aqui cuando I = 0 se tiene un fluido netamente electroosmatico el cual es movido por la aplicacién de
un campo eléctrico externo, cuando I" = 1 el perfil es una superposicion de las velocidades electroosméticas
y la impulsada por un gradiente de presion y cuando I" = —1 un perfil donde la presion se opone al flujo. En la
Fig. 7 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional en y* = 0.5, y en la Fig. 8 se muestra el error RMSE
obtenido al comparar con soluciéon analitica.

5.2 | Flujo electrocinético en micro canal cilindrico

En este caso, se soluciona un modelo para flujo electrocinético en un nano canal cilindrico, similar a Berg et
al. [38][39]. Para este problema, se asume que el flujo se mueve en la direccién axial “2” debido a la aplicacion
de un campo eléctrico externo y por un gradiente de presién. La concentracion de protones c y el potencial
eléctrico v varian en la direccién radial “y”, la velocidad del fluido es denotada por u = u(x,y) y el campo
eléctrico externo F aplicado es constante. La solucién a este problema se realiza en dos dimensiones, es decir,

gue se tienen en cuenta tanto la componente radial “y” como la direccidn axial “z” en aplicacion del MAPS, ver
Fig. 9.

De acuerdo a lo anterior, el sistema de ecuaciones del modelo a solucionar esta dado por, ver [39]:

Potencial eléctrico: La ecuacion de Poisson-Boltzmann

1do en, ey )
A+ =20 _& 30
Yt a T e eXp( knT (30)
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Al introducir las variables adimensionales ) = —etp/(ksT), § = y/ Ry & = z/R se tiene que

. 1do .
Aw-i—jd—(? = Aexp (—1/)) (31)
ydy
Junto con las condiciones de frontera dadas por:

) ) ) A Ao )
=0 -0 - - - -R 32
dj en v Yo 4 T20-MB)  eRey, oY (32)
dlAp = en =0 dq% = en =1L (33)

dz dz

donde X = R%e?c,/(ee,kpT) es un pardmetro adimensional. De acuerdo con Berg et al. [39] \ est4 restringido
enelrango 0 < A <8y con cg = 80,/((R%e%cy)/(ceokpT) — 4eR).

o 01 02 03 04 05 08 07 08 08 1
R[nm]

FIG. 13 Perfiles de velocidad para diferentes valores de A y N = 2500.

Velocidad del fluido: El campo de flujo esta dado por la ecuacién de Stokes de la forma:

1d d
AU+ ;d—z - ﬁ =—ec(y)FE (34)

Aqui el gradiente de presion % es constante, empleando las variables adimensionales § = y/Ry & = z/R,
se tiene que

1 dy) ER? PR?
pAu + jdA =—ec(y) i + 1
g dy @ %

(35)
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Complementado con las condiciones de frontera simétricas dadas por

dlf:O en §=0 y wu=0 en ¢=R (36)
dy

d—qf:O en =0 d—qf:O en &=L (37)
du du

De acuerdo con [39] y [38] se tiene que la solucidon analitica para el potencial eléctrico es dada por

. A o\2

w:—ln[(l—ggjz) ] (38)
la concentracién de protones

() = s (39)

YRy

y la solucién analitica del fluido
2ec,ER? . (1-X)?/8\ PR? 9

= 1 - 1- 40
) - 2P (L) P 4o

Al realizar la solucién del modelo dado por las ecuaciones mediante la implementacion del MAPS, se obtuvieron
los resultados que se describen a continuacién. En la Fig. 10 se muestra la comparacion de la solucién analitica
con la solucién numérica, para una discretizaciéon de 2500 puntos, para este caso se utilizé un valor de \ = 1.
Ademas, T = 3535K, 0, = —-0.16C/m? R = 1 x2m, D = 7.51071%m?/s, ¢y = 8.8854 x 10712C?/(Nm?), pu =
3.35x 107 Pas y E = 2000V /m. En la Fig. 11 se muestra los resultados obtenidos para el potencial eléctrico
para diferentes valores de .

TABLA 2 Error RMSE para N =900y N = 2500.
Potencial Velocidad
A N =900 N = 2500 N =900 N = 2500
0.1 230x107% 1.60x1073 597x107° 2.74x107°
0.5 4.31x10™* 1.60x107* 6.20x107° 2.74x107*
1.0 1.50x1073 5.18x10™* 6.31x107° 2.88x107°
50 1.13x1072 5.10x107%  841x10™° 3.76x107°
75 7.20x1072 330x1072 273x107* 1.15x 1074

La velocidad electroosmdtica, se calcula para un gradiente de presién P constante para un valor de 100
atmosferas lo cual es equivalente a 10 x 1019 Pa/m. En la Fig. 12 se muestra el perfil de velocidad comparado
con la solucién analitica (40) y el su error relativo.

En la Fig. 13 se muestran los perfiles de velocidad para diferentes valores de ), lo cual muestra su depen-
dencia en este pardmetro adimensional. En la Tabla 2, mostramos los errores RMSE obtenidos para discretiza-
ciones de N = 900 y N = 2500, tomando diferentes valores de )\ para el potencial eléctrico y la velocidad
electroosmotica.
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6 | CONCLUSIONES

En este trabajo se realizé, la implementaciéon de MAPS para la solucién de un fluido electrocinético combinado
en micro y nano canales, es decir electroosmético e impulsado por un gradiente de presion. Se pudo mostrar la
eficiencia y simplicidad del MAPS para la resoluciéon numérica de este tipo de problemas y los pocos nodos que
se necesitan para obtener una buena aproximaciéon. Ademas, se realizé la validacion al comparar las soluciones
numeéricas con las soluciones analitica correspondientes dadas por [35] y [39]. En los analisis de convergencia
realizados en la Tabla 2 y la Fig. 8 se muestra que el MAPS alcanza una estabilidad en el error. La solucién
del problema en el micro canal rectangular se desarrollé en dos dimensiones, mientras que para el nano canal
cilindrico se plantea en dos dimensiones, pero las condiciones de frontera lo reducen a una solucién en una
dimension, lo cual queda para seguir investigado para trabajos posteriores.
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